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枯渇性資源と世代聞の公平
一一一コブ＝ダグラス型生産関数の場合一一
増 田 信彦
1. はじめに
枯渇性資源は，再生不能資源とも呼ばれ，石油，石炭，天然ガスなどの化石
燃料や金属，非金属の鉱物のように，事実上更新することができない資源を意
味する。そのため，枯渇性資源の著しい特徴の一つは，人聞が消費すれば消費
した分だけその総量が減少していくことである。このような有限な資源（これ
以降枯渇性資源のことをそう略称する〉を現在と将来の世代の間にどのように
分配すべきかは重要な問題である。というのは，現世代が資源を多く使用すれ
ば将来世代に残される資源の量は少なくなるからである。反面，資源を現在多
く使用することによって，より多くの資本やより高い技術を将来世代に残すこ
ともできる。それゆえ，資源の世代間の分配は現世代の厚生と将来世代の厚生
という広い観点から見る必要がある。そして，それについても価値観の違いか
らいろいな考え方があるが，代表的なものとして功利主義，公平主義などがあ
る。
ここでは，公平主義，特にロールズ〔5）の正義原則に基づいて，有限な資
源のもとでの世代聞の分配がどのようになるかを調べる。それは他の権利など
と共に所得や資産において最も恵まれない人や世代に対して多く分配すること
をもって公平と見なすもので，相対的最低水準を最大化するマックス・ミニ基
準の 1つである。この原則を有限な資源のもとにおける世代間の分配問題に最
初に適用したのはソロー〔6）であり， 1人当たりの消費量が時間を通じてー
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定となるような解が存在することを示した。ハートウィックは，〔2）におい
て，資源からのすべてのレントが投資されるならば，世代間の公平が達成され
ることを明らかにし〔3）においてそれを，多数の資源を生産要素とするコ
プ＝ダグラス型以外の生産関数に拡張している。ディキシット，ハモンド，ホ
ーエル〔1〕はより一般的なハートウィックの投資基準を用いることにより，
時聞を通じて一定の効用が得られることを示している。
これらのモデ、ルはすべて技術進歩や人口増加が無いことを仮定しているが，
奥口〔4）はそれらを考慮したモデ、ルにおいて，世代間の公平が達成されるた
めの条件を明らかにしている。また，スティグリッツ〔7)は1人当たりの消
費量が一定の率で伸びる持続的成長が可能となる条件や持続的成長率と貯蓄率
（したがって投資率〉との関係などを示しているO
この小論においては， コブ＝ダグラス型生産関数の場合に世代間の公平が達
成されるための条件を求め，奥口の条件やスティグリッツの条件と比較対照す
ることを試みる。
2. ハートウィ . ，クの投資基準の場合
ここでは特殊な生産関数として次のようなコプ＝ダ、グラス型を用いる。
Q=eJ.tF(K, L, R) =eJ.tKa1La2Raa 
α1＋α2十αa=l，αl，α2，αa>O (1) 
ここで， Q＝産出量， K＝資本ストック量， L＝労働供給量， R＝資源投入量，
A.＝一定の技術進歩率。生産関数がコプ＝ダグラス型の場合， この技術進歩は
資本，労働，資源に関して中立的であることを意味する。
コプ＝ダ、グラス型関数は1次同次なので， 1人当たりに換算して，
q=Q/L, k=K/L, r=R/L, f(k,r)=F(k,l,r) 
とすると，（1）より
(2) 
q=eJ.t f(k, r) =eJ.tkαiraa (3) 
生産物が消費財と資本財のどちらにでも利用でき，また， Qが純生産物を表す
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か，あるいはKが減耗しないかのどちらかを仮定すれv-t,
Q=C十dK/dt
ここで， C＝消費量。
人口や労働供給量が一定の率nで成長すると仮定すれば，
(4) 
dL/dt/ L=n (5) 
次に，資源ストック量Sが有限ならば，効率性の条件より，
d(oQ/aR)/dt/(aQf()R) = oQ/aK 
(2）より
d(oqj()r)/dt/(aq/or) =oq/ak 
(3）より
d ( eJ.t fr)/ dt / eU fr= eUん
J..fr+dfr/dt=eAtfkfr 
これから，次のような式が得られる。
dr/dt=r(J..kー がtαlf十α，dk/dt)/(1－αa)k
1) これは次のようにして得られる。
dK/dtニQ(K,L, R, t)-C, dS/dt=-R 
(6) 
(7) 
としみ制約のもとで， fg(C)dtを最大化する問題を考える。ここで， g(C）は任意
の， Cの増加関数。最適制御理論により，ハミルトン関数を
Hニg(C）十え〔Q(K,L, R, t）ー C]-μR
とおくと， oH／θR＝均Q/oR-μ=0, dμ/dt= -oH/oS=O, dJ./dtニ－aH/oK=-J.oQ/
δKという必要条件が得られる。これらより，え＝μ／（aQ/oR),dJ./dt二一μd（δQ/oR)/
dt/(oQ/oR)3= -J.d(aQ/aR)/dt/CoQ/aR）ニ－WQ/oK。ゆえに，
d(aQ/aR)/dt/(oQ/aR) ＝δQ/aK 
2) これは次のようにして導かれる。まず，（3）より
djシ／dt=d（αaf/r)/dt
二 α3(rdf/dt-fdr/dt)/r2
＝α3〔r(f,.dr/dtートfTcdk/dt)-fdr/dt]/r2
二的〔rfTcdk/dtー (f-rf,.)dr/dt〕／r2
戸わを（6）に代入すると，
えfト＋α3〔ヴkdk/dtー (f-rfr)dr/dt]/r2=el仇fト
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産出量や消費量の経路は投資がどのように行われるかによって異なってく
る。ここでは初めにハートウィックの投資基準〔2）の場合について考察する。
この基準によれば，資源からのすべての純レントが投資されるこ》にたる口採
収コストが無いものと仮定すれば，
dK/ dt = RoQ/ aR = (R/Q)QaQ/aR ＝α3Q 
(2), (5）より
dk/dt/k=dK/dt/ K-dL/dt/ L＝α3Q/K-n ＝α3q/k-n 
しTこカ：って，
dk/dt＝αaeAtf-nk 
1人当たりの消費量は，（4), (8）より
c=C/ L= (Q-dK/dt)/ L= (Qー α3Q)/L=(lー α3)q
(8) 
(9) 
ロールズ〔5）のマックス・ミニの原則を異時点聞の問題に適用すると，例外
を除いて， I人当たりの消費量が時間を通じて一定となるので，
dc/dt=(lー α3)dq/dt=(1一角川（eAtf)/dt
=(1ー αa)eAt(J..f十df/dt)=O 
すなわち， dc/dt=Oとなるための必要十分条件は，
Af十df/dt=O
そして
A.f十df/dt=f(J..ー α1n)/(1ー α3)
(3）より
Aαaf/r＋ αa[r （αif/k)dk/dtー Cf一的f)dr/dt〕／r2=e•t （αif/k）（αaf／ゆ
えkr十α1rdk/dtー (1ーαa)kdr/dt=e•tα1rf
ゆえに，
dr/dt=r(}.k-eAtαl f ＋α1dk/dt)/(l一αa)k
3) これは次のようにして導かれる。
).f+df/dt=J.f+ f1cdk/dt十frdr/dt
(7）より
コ).f十（α1f/k)dk/dt十（αaf/r)r(J..k-e•Cαif十α1dk/dt)/(lーα3)k
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が得られるので，その条件は，
λ＝αIn ）???? ? ??（
となる。すなわち， l人当たりの消費量を時間を通じて一定とするための必要
十分条件は， αI=kj,,/jより，技術進歩率と人口増加率の比が産出の資本弾力
性〈完全競争の場合，資本への分け前を意味する〉に等しいことであるo この
条件はより一般的なモデ、ルで、得られた奥口〔4）の必要十分条件と同じである。
また，
Q=eUK日iLa2Raa=[eO!aがK]a1L向Raa
となるので， A/αlは資本増加的技術進歩率とも考えられるO そこで，前述の
条件は資本増加的技術進歩率が人口増加率に等しいことを意味する。
次に，一定の消費量を実現するために資源の有限性がもたらす条件について
考察するO 資源が有限ならば，資源投入量は究極的に減少しなければならない
ので， R=dR/4t/Rとすると，
RくO
が満たされる。（幼，（5）より
R=dr/dt/r十n
(7）より
=0..kー がtαIf十α1dk/dt)/(lー αa)k十n
(9）より
=l.f＋仁αlf/k+αiαaf/(1-aJ）幻dk/dt十αaf(J.k-eJ.tαlf)/(1－αJ)k 
＝〔αl万（1ー αa）幻dk/dt+f（紘一αiαaeJ.ザ）／（1一α3)k （カ）
=f[J.k十α1(dk/dt一αaeJ.ザ）〕／（1ー α3)k
(9）より
=JC幼ーαink)/(1一αa)k
=JCえー α1n)/(lー α3)
4) 奥口のモデルでは，多数の枯渇性及び更新性資源を生産要素とする 1次同次の生産
関数を用いており，また，採収コストを差しヲ｜し、た資源の純レントが投資されてい
る。
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=[Ak-e.ltaJ十α1Cα3eUf-nk)]/(lー α3)k十n
=[k(Aー α，n）ー α1eUf(lー α3)]/(lー α3)k+n
(1)より
=nー がtα1f/k=nー がtん
故に， Rく0となるための必要十分条件は
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eJ.t fk>n (12) 
そこで， x=eJ.tfk とおいて，その経路を調べてみるO まず，
dk/dt＝α3eJ..tf-nk＝α3e:Uんk／α1-nk
＝（α3k／α，） (eJ.tfk一αin／α3)
dx/dt=d(eUaJ/k)/dt 
。より
=A.eAtaJ/k十eJ.tαI(kdf/dt-fdk/dt)/k2 
=euα，［k(Jf十df/dtj-fdk/dt]/k2 
＝一（α，e:Uf/kつdk/dt
(13）より
＝ー （α，e:Uf/k2）（α3k／α，）(eJ.tん－α，n／α3)
U功
＝ー 〈α3e:Uf/k)(xー α，n／α3) (14) 
これは1階の微分方程式で， αaeJ..tf/k>Oより， eJ.tfkはαin／α3に収束する（図
-1参照〉。それゆえ，（叫が漸近的に満たされるための必要十分条件は，
α1＞α3 (15) 
すなわち，この条件は産出の資本弾力性が資源弾力性より大きいことを意味す
る。また，この条件はωから A.＞α3nとなり，技術進歩率と人口増加率の比が
産出の資源弾力性より大きいことを意味する。これは1人当たりの消費量を一
定に維持するためのスティグリッツ〔7)の必要十分条件と同じである。
その結果，（1），側より，コブ＝ダグラス型生産関数で，資源からのすべての
レントが投資される場合， 1人当たりの消費量を一定に維持するための必要十
分条件は，技術進歩率と人口増加率の比が産出の資本弾力性に等しく，そして
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資源弾力性より大きいことである。
3. スティグリッツの投資基準の場合
次に，スティグリッツの投資基準〔7〕によれば，投資量は技術進歩率や人
口増加率を考慮した次のような式によって与えられる。
dK/dt=(nαlαa/ A.)Q, n>O, A.>nαlα3 
dk/dt/k=dK/dt/K-dL/dt/ L= (nαlα3/A.)q/k-n 
したがって，
dk/dt=(nαlα3/A.)eAtf-nk 
1人当たりの消費量は，
(16) 
(r司
5〕 スティグリッツは1人当たりの消費量が一定の率で伸びる持続的成長について考察
し持続的成長が可能となる条件や持続的成長率と貯蓄率との関係などを示してい
る。ここでは，その中で1人当たりの消費量が一定となる場合を取り出している。
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c= (Q-dK/dt)/ L＝〔1ー （nαIαa/A)]q
1人当たりの消費量が時間を通じて一定になるためには
dc/dt＝〔1ー （nαlα3/A)]d(e:U f)/dt 
=[1-(nαlαal A) Je:U Of十df/dt)=O
すなわち， dc/dt=Oとなるための条件は，
)..j+df/dt=O 
そして，
).f十df/dt=f（α1n-).)(dk/dt)/(1ー α3)nk
となるので，
A＝αIn 
あるいは
dk/dt=O 
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(18) 
U功
白骨
ならば， dc/dt=Oが得られる。すなわち， 1人当たりの消費量が時間を通じて
一定となるための必要十分条件は，技術進歩率と人口増加率の比が産出の資本
弾力性に等しいか，あるいは， 1人当たりの資本量が一定になるかである。
これより，この条件を2つの場合に分けて考察する。
(i) 2＝αinの場合
この場合，投資関数が(16）より
dK/dt= (nαlαa/i)Q＝α3Q 
となり，ハートウィックの投資基準の場合と同じになる。その結果，資源の有
限性から，必要十分条件は
α1C=J./n）＞α3 
6) これは次のようにして得られる。脚注3）の（古〕までは同じで，
J.f+df/dt＝仁αlf/(1一α3）幻dk/dt+f（紘一αlα3e1ゲ）／（1一α3)k
＝〔αif/(1－α3）幻dk/dt ローf/(1ー α3）滅工（nαl的 ／J.)elゲ－nk]
（目）より
＝仁α1f/(lー α3）幻dk/dt-[).j/(1ー α3)nk〕dk/dt
=JCα1n-l) (dk/dt)/(1一α3)nk
一－129ー
。1)
-130ー
更に，この場合，（14Jよりがtんが αin／α3に収束するので， ωより漸近的に
dk/dt=O 
が成り立ち，次の場合に近付くことになる。
(i) dk/ dt = 0の場合
まず，資源の有限性の条件を求める。
R=dr/dt/r十n
(7）より
=0.kー がtαif十α1dk/dt)/(lー αa)k十n
=(J..kー がtαif>/(1ー αa)k十n
=n-[,1/(1ー αa）α3nk][(nα1αa/'1)eJ.tf－α3nkユ
(r司より
=n-['1/(1ー α3）α3nk](dk/dt十nkー α3nk)
=n－）.／α3 
したがって， RくOのための必要十分条件は，
).jn＞α3 (2) 。1)と(2）より， 2つの場合共，資源の有限性の必要十分条件は技術進歩率と人
口増加率の比が産出の資源弾力性より大きいことであるO これは1人当たりの
消費量を一定に維持するためのスティグリッツ〔7〕の必要十分条件と同じで
あるO
次に，（i）の場合， dk/dt=Oは必ずしも成り立つわけではないが，漸近的に
成り立つことを証明する。
dk/dt= (nαlαa/).)eAtf-nk 
=(nα3k/).)eJ.tαif/k-nk 
=(nα3k/).)(eAtf,1-,1／α3) (23) 
ここで， x=eUんとおいて，その経路を調べてみる。
dx/ dt =d (eJ.t a if/ k)dt 
=).eJ.tαif/k十eJ.tαi(kdf/dt-j滋／dt)/k2 
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=euα1[k(,{f十df/dt)-fdk/dt]/k2 
(18）より
＝ー （αieUf/k2)dk/dt 
(23）より
＝－（α1eUf/k2)(nα3k/J..)(eAtfk-J..／α3) 
＝ー （na1α3el.tfl J.k) (x-J../α3) 
これは 1階の微分方程式で， nαIα3eAtf/J..k>Oより， eJ.tfkは J.／α3に収束す
る。それゆえ，側より dk/dt=Oが漸近的に満たされる。
このことから，条件側より条件仰の方が条件として弱し、ように見える。した
がって，コプ＝ダ、グラス型生産関数の場合，ハートウィックの投資基準よりス
ティグリッツの投資基準の方が1人当たりの消費量を一定にしやすいように思
われる。
これらの結果， コブ＝ダグラス型生産関数で，側式で表されるように技術進
歩率や人口増加率を考慮して投資される場合， 1人当たりの消費量を時聞を
通じて一定とするための必要十分条件は，（19），側，。1), (2）より，次のようにな
る。
① 技術進歩率と人口増加率の比が産出の資本弾力性に等しいか，あるいは
1人当たりの資本量が一定になること。
及び
② 技術進歩率と人口増加率の比が産出の資源弾力性より大きいこと。
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